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Ââåäåíèå

Ìíîãèå êîñìîëîãè÷åñêèå ìîäåëè ðàííåé âñåëåííîé
âêëþ÷àþò â ñåáÿ ñêàëÿðíûå ïîëÿ.

Îäíîïîëåâûå ìîäåëè ñ íåìèíèìàëüíîé ñâÿçüþ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ ñ ãðàâèòàöèåé ìîãóò áûòü ïðåîáðàçîâàíû â ìîäåëü
ÎÒÎ ñ ìèíèìàëüíî ñâÿçàííûì ñêàëÿðíûì ïîëåì (ïåðåõîä
îò êàðòèíû Éîðäàíà ê êàðòèíå Ýéíøåéíà).

Ìîäåëè ñ íåñêîëüêèìè ñêàëÿðíûìè ïîëÿìè è
íåìèíèìàëüíîé ñâÿçüþ ñ ãðàâèòàöèåé, â îáùåì ñëó÷àå, ê
ìîäåëè ÎÒÎ ñ ìèíèìàëüíî ñâÿçàííûìè ïîëÿìè è
ñòàíäàðòíûì êèíåòè÷åñêèì ÷ëåíîì íå ñâîäÿòñÿ; Ïîñëå
ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåòðèêè ïîëó÷àåòñÿ ìîäåëü ÎÒÎ ñ
íåñòàíäàðòíûì êèíåòè÷åñêèì ÷ëåíîì, òàê íàçûâàåìàÿ
êèðàëüíàÿ êîñìîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü (ÊÊÌ).



Èíòåãðèðóåìûå Êèðàëüíûå Êîñìîëîãè÷åñêèå Ìîäåëè è Ìîäèôèöèðîâàííàÿ Ãðàâèòàöèÿ

Ââåäåíèå

Öåëü ðàáîòû � ïîèñê èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé ñ
íåñêîëüêèìè ñêàëÿðíûìè ïîëÿìè, íåìèíèìàëüíî
ñâÿçàííûìè ñ ãðàâèòàöèåé, è ïåðåìåííûì ïîòåíöèàëîì.

Ìû ïîëó÷èëè îáùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ýâîëþöèè äëÿ
íàéäåííîé èíòåãðèðóåìîé ìîäåëè ñ N ñêàëÿðíûìè ïîëÿìè
â ïëîñêîé ìåòðèêå Ôðèäìàíà-Ëåìåòðà-Ðîáåðòñîíà-Óîêåðà
(ÔËÐÓ).

Êðîìå òîãî, ìû áîëåå ïîäðîáíî ðàññìîòðåëè ñëó÷àé äâóõ
ñêàëÿðíûõ ïîëåé; äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ ìû ïîëó÷èëè îáùèå
ðåøåíèÿ â ìåòðèêå ÔËÐÓ ñ ïðîèçâîëüíîé
ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâèçíîé, à òàêæå ïîëó÷èëè
ýêâèâàëåíòíóþ ÊÊÌ â êàðòèíå Ýéíøòåéíà.
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Èñõîäíàÿ ìîäåëü

Äåéñòâèå ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè:

S =

∫
d4x

√
−g

(
U
(
ϕA
)
R − 1

2
gµνδAB∂µϕ

A∂νϕ
B − V

(
ϕA
))

,

ãäå çàãëàâíûå ëàòèíñêèå èíäåêñû íóìåðóþò ïîëÿ,
A = 1, 2, . . .N, è îïóñêàþòñÿ è ïîäíèìàþòñÿ ñ ïîìîùüþ
ñèìâîëà Êðîíåêåðà δAB . Ôóíêöèè U(ϕA) è V (ϕA) �
äèôôåðåíöèðóåìûå, R � ñêàëÿð Ðè÷÷è.
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Èñõîäíàÿ ìîäåëü

Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà:

U

(
Rµν −

1

2
gµνR

)
= ∇µ∇ν U − gµν□U +

1

2
Tµν ,

ãäå

Tµν = δAB∂µϕ
A∂νϕ

B − gµν

(
1

2
gαβδAB∂αϕ

A∂βϕ
B + V

)
.

Ïîëåâûå óðàâíåíèÿ:

□ϕA = V,ϕA − RU,ϕA .
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Èñõîäíàÿ ìîäåëü

Óðàâíåíèå ñëåäà (ñâåðòêà óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà ñ
ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì):

3□U − UR =
1

2
gµνTµν = − 1

2
gµνδAB∂µϕ

A∂νϕ
B − 2V .

Èñïîëüçóÿ

□U = U,ϕA□ϕA + U,ϕAϕBgαβ∂αϕ
A∂βϕ

B ,

ïîëó÷àåì(
3U2

,ϕA + U
)
R −

[
3U,ϕAϕB +

δAB
2

]
gαβ∂αϕ

A∂βϕ
B

= 3U,ϕAV,ϕA + 2V .
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Ìîäåëü ñ R = const

Ïóñòü

U = U0 −
δAB
12

(
ϕA − ϕA

0

)(
ϕB − ϕB

0

)
,

ãäå ϕA = const ∀A, U0 = const.
Òîãäà óðàâíåíèå ñëåäà ñóòü

1

2

(
ϕA − ϕA

0

)
V,ϕA − 2V + U0R = 0.

Åñëè R = R0 = const, òî óðàâíåíèå ñëåäà ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå Óð×Ï ñ ïîòåíöèàëîì êàê
íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

V =
R0U0

2
+
(
ϕ1 − ϕ1

0

)4
f

(
ϕ2 − ϕ2

0

ϕ1 − ϕ1
0

,
ϕ3 − ϕ3

0

ϕ1 − ϕ1
0

, . . . ,
ϕN − ϕN

0

ϕ1 − ϕ1
0

)
,

ãäå f � ïðîèçâîëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.
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Ìîäåëü ñ R = const

Âûâîä: Åñëè

U = U0 −
δAB
12

(
ϕA − ϕA

0

)(
ϕB − ϕB

0

)
,

è

V =
R0U0

2
+
(
ϕ1 − ϕ1

0

)4
f

(
ϕ2 − ϕ2

0

ϕ1 − ϕ1
0

,
ϕ3 − ϕ3

0

ϕ1 − ϕ1
0

, . . . ,
ϕN − ϕN

0

ϕ1 − ϕ1
0

)
,

òî R ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé
ìîäåëè, ïðè÷åì R = R0.
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Óðàâíåíèÿ N-ïîëåâîé ìîäåëè â ïëîñêîé ìåòðèêå ÔËÐÓ

Ìåòðèêà:

ds2 = − N2(τ)dτ2 + a2(τ)
(
dx2 + dy2 + dz2

)
,

ãäå ãäå N(τ) � ôóíêöèÿ õîäà, è a(τ) � ìàñøòàáíàÿ
ôóíêöèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî âðåìåíè τ .



Èíòåãðèðóåìûå Êèðàëüíûå Êîñìîëîãè÷åñêèå Ìîäåëè è Ìîäèôèöèðîâàííàÿ Ãðàâèòàöèÿ

Óðàâíåíèÿ N-ïîëåâîé ìîäåëè â ïëîñêîé ìåòðèêå ÔËÐÓ

Óðàâíåíèÿ:

6Uh2 + 6hU̇ =
1

2
δAB ϕ̇

Aϕ̇B + N2V ,

− U
(
2ḣ + 3h2

)
− 2Uh

Ṅ

N
= Ü + 2hU̇ − U̇

Ṅ

N

+
1

2

(
1

2
δAB ϕ̇

Aϕ̇B − N2V

)
,

ϕ̈A+

(
3h − Ṅ

N

)
ϕ̇A+V,ϕAN2− 6

(
ḣ + 2h2 − h

Ṅ

N

)
U,ϕA = 0,

ãäå h(τ) ≡ ȧ/a, òî÷êè îáîçíà÷àþò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî
ïàðàìåòðè÷åñêîìó âðåìåíè τ , è ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå
ïîëÿ îäíîðîäíû.
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Óðàâíåíèÿ N-ïîëåâîé ìîäåëè â ïëîñêîé ìåòðèêå ÔËÐÓ

Áóäåì èñïîëüçîâàòü êîíôîðìíîå âðåìÿ η, ò.å. ïîëàãàåì
N(η) = a(η).

Äëÿ âûáðàííûõ íàìè U è V ñèñòåìà óðàâíåíèé ïîëÿ
ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

d2yA

dη2
+

∂

∂yA
V (y1, ..., yN) = 0.

Çäåñü yA(η) ≡ a(η) ϕA(η).

Ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû:

1

2
δAB

dyA

dη

dyB

dη
+ V (y1, ..., yN) =

1

2
R0U0 + E ,

ãäå E � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ.
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Óðàâíåíèÿ N-ïîëåâîé ìîäåëè â ïëîñêîé ìåòðèêå ÔËÐÓ

Óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà �00� â êîíôîðìíîì âðåìåíè è ñ
âûáðàííûìè U è V åñòü(

h

a

)2

=
R0

12
+

E

6U0a4
.
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Ïîòåíöèàë èíòåãðèðóåìîé N-ïîëåâîé ìîäåëè. Èíòåãðàëû

äâèæåíèÿ

Âûáåðåì ïîòåíöèàë

V (ϕ1, ..., ϕN) =
R0U0

2
+

N∑
A=1

cA

(
ϕA
)4

,

ãäå ãäå cA � êîíñòàíòû.

Ó ìîäåëè ñ òàêèì ïîòåíöèàëîì åñòü N íåçàâèñèìûõ
èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ:

1

2

(
dyA

dη

)2

+ cA

(
yA
)4

= CA,

ãäå CA � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ, è ê A íå ïðèìåíÿåòñÿ
ñîãëàøåíèå Ýéíøòåéíà.
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Ïîòåíöèàë èíòåãðèðóåìîé N-ïîëåâîé ìîäåëè. Èíòåãðàëû

äâèæåíèÿ

Ïîëó÷àåì, ÷òî E =
N∑

A=1

CA, è

H2(τ) =

(
h

a

)2

=
R0

12
+

1

6U0a4

N∑
A=1

CA.



Èíòåãðèðóåìûå Êèðàëüíûå Êîñìîëîãè÷åñêèå Ìîäåëè è Ìîäèôèöèðîâàííàÿ Ãðàâèòàöèÿ

N-ïîëåâàÿ ìîäåëü. Òî÷íûå ðåøåíèÿ äëÿ ìåòðèêè

Äëÿ çàïèñè ðåøåíèé â êîíôîðìíîì âðåìåíè íàì
ïîíàäîáÿòñÿ:

F (φ |m) =

φ∫
0

dθ√
1−m sin2 θ

,

� íåïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà,
K (m) ≡ F (π/2 |m ) � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë
ïåðâîãî ðîäà, è ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ßêîáè sn, cn è dn.
Ïî îïðåäåëåíèþ, åñëè u = F (φ |m), òî

am (u |m) = φ, dn (u |m) = d
duam (u |m) ,

sn (u |m) = sin (am (u |m)) , cn (u |m) = cos (am (u |m)) .
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N-ïîëåâàÿ ìîäåëü. Òî÷íûå ðåøåíèÿ äëÿ ìåòðèêè

Åñëè E > 0 è R0 ̸= 0, òî

a0 =

(
2E

U0R0

) 1
4

, η(t) = η0 +
1

a0

√
3

R0
F

(
arccos

(
a20 − a2

a20 + a2

) ∣∣∣∣12
)
,

H(η) =

√
R0

3

dn

(
a0

√
R0

3 (η − η0)

∣∣∣∣ 12)
1− cn

(
a0

√
R0

3 (η − η0)

∣∣∣∣ 12) ,

a(η) =

a0 sn

(
a0

√
R0

3 (η − η0)

∣∣∣∣ 12)
1 + cn

(
a0

√
R0

3 (η − η0)

∣∣∣∣ 12) ,

a0

√
R0

12
(η − η0) ∈

(
0,K

(
1

2

))
.
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N-ïîëåâàÿ ìîäåëü. Òî÷íûå ðåøåíèÿ äëÿ ìåòðèêè

Åñëè E < 0 è R0 ̸= 0, òî

a0 =

(
−2E

U0R0

) 1
4

, η(t) = η0+
1

a0

√
6

R0
F

(
arcsin

(√
a2 − a20

a2

)∣∣∣∣12
)
,

a(η) =
a0

cn

(
a0

√
R0

6 (η − η0)

∣∣∣∣ 12) ,

H(η) =

√
R0

6
sn

(
a0

√
R0

6
(η − η0)

∣∣∣∣∣ 12
)
dn

(
a0

√
R0

6
(η − η0)

∣∣∣∣∣ 12
)
,

a0

√
R0

6
(η − η0) ∈

(
−K

(
1

2

)
,K

(
1

2

))
.
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N-ïîëåâàÿ ìîäåëü. Òî÷íûå ðåøåíèÿ äëÿ ìåòðèêè

Åñëè E = 0 è R0 ̸= 0, òî

η(t) = η0±
1

a0

√
12

R0

(
1− e∓

√
R0/12(t−t0)

)
= η0±

1

a0

√
12

R0

(
1− a0

a

)
,

H(η) = ±
√

R0

12
, a(η) =

a0

1∓ a0
√
R0/12 (η − η0)

,

±a0

√
R0

12
(η − η0) ∈ (−∞, 1) .
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N-ïîëåâàÿ ìîäåëü. Òî÷íûå ðåøåíèÿ äëÿ ìåòðèêè

Åñëè E > 0 è R0 = 0, òî

a0 =

(
2E

3U0

) 1
4

, η(t) = η0 +
2

a0

√
t − t0 = η0 +

2

a20
a,

H(η) =
2

a20(η − η0)2
, a(η) =

1

2
a20 (η − η0) ,

η − η0 ∈ (0,+∞) .



Èíòåãðèðóåìûå Êèðàëüíûå Êîñìîëîãè÷åñêèå Ìîäåëè è Ìîäèôèöèðîâàííàÿ Ãðàâèòàöèÿ

N-ïîëåâàÿ ìîäåëü. Òî÷íûå ðåøåíèÿ äëÿ ïîëåé

1 CA > 0, cA > 0:

yA(η) =

(
CA

cA

) 1
4

cn

(
±2
(
CAcA

) 1
4 (η − ηi ) + cn−1

(
uA

∣∣∣∣12
)∣∣∣∣ 12

)
;

2 CA < 0, cA < 0:

yA(η) =

(
CA

cA

) 1
4

cn
(
±2 (CAcA)

1
4 (η − ηi ) + cn−1

(
1
uA

∣∣∣ 12)∣∣∣ 12) ;
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N-ïîëåâàÿ ìîäåëü. Òî÷íûå ðåøåíèÿ äëÿ ïîëåé

3 CA > 0, cA < 0:

yA(η) =

∣∣∣∣CA

cA

∣∣∣∣
1
4 sn

(
± 2

√
2
∣∣CAcA

∣∣ 14 (η − ηi ) + sn−1
(

2uA
1+u2

A

∣∣∣ 12)∣∣∣ 12)
1 + cn

(
± 2

√
2 |CAcA|

1
4 (η − ηi ) + cn−1

(
1−u2

A

1+u2
A

∣∣∣ 12)∣∣∣ 12) .
Êîíñòàíòû uA = |cA/CA|1/4yA(ηi ) è âûáîð çíàêà �±�
îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, çàäàííûìè ïðè η = ηi .
Ñóììèðîâàíèå ïî A íå ïîäðàçóìåâàåòñÿ.

4 Ïðè cA = 0, CA äîëæíî áûòü íåîòðèöàòåëüíûì, è èìååì

yA(η) = yA(ηi ) +
dyA

dη
(ηi )(η − ηi ).

5 Ïðè CA < 0 è cA ⩾ 0 ðåøåíèé íåò.
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Äâóõïîëåâàÿ ìîäåëü. Äåéñòâèå â êàðòèíå Ýéíøòåéíà

Ñîâåðøèì êîíôîðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìåòðèêè

g (E)
µν =

2U

M2
Pl

gµν .

Äåéñòâèå â êàðòèíå Ýéíøòåéíà:

SE =

∫
d4x

√
−g (E)

M2
Pl

2
RE − g (E)µν

2

2∑
A,B=1

KAB∂µϕ
A∂νϕ

B − VE

 .

Çäåñü

KAB =
M2

Pl

2U

(
δAB +

3

U
U,ϕAU,ϕB

)
,

VE =
M4

Pl

4U2
V .
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Äâóõïîëåâàÿ ìîäåëü. Äåéñòâèå â êàðòèíå Ýéíøòåéíà

Äëÿ âûáðàííîé ôóíêöèè U(ϕ1, ϕ2) ìàòðèöà KAB � íå
äèàãîíàëüíàÿ:

K11 =
M2

Pl

2U2

(
U +

1

12

(
ϕ1
)2)

,

K12 =K21 =
M2

Pl

24U2
ϕ1ϕ2,

K22 =
M2

Pl

2U2

(
U +

1

12

(
ϕ2
)2)

.
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Äâóõïîëåâàÿ ìîäåëü. Äåéñòâèå â êàðòèíå Ýéíøòåéíà

ââåäåì íîâóþ �ìàññîâóþ� ìàòðèöó G ñîãëàñíî

KCD∂µϕ
C∂νϕ

D = KCD
∂ϕC

∂χA

∂ϕD

∂χB
∂µχ

A∂νχ
B = GAB∂µχ

A∂νχ
B .

Íîâûå ïîëÿ χ1,2 îïðåäåëèì òàê:

ϕ1 =
√

12U0 tanh
χ2

√
6MPl

, ϕ2 =

√
12U0

cosh χ2
√
6MPl

tanh
χ1

√
6MPl

.

Òîãäà
G11 = 1,

G12 = G21 = 0,

G22 = cosh2
(

χ1

√
6MPl

)
.
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Äâóõïîëåâàÿ ìîäåëü. Äåéñòâèå â êàðòèíå Ýéíøòåéíà

Ïåðåïèøåì SE, U è V â òåðìèíàõ íîâûõ ïîëåé:

SE =

∫
d4x

√
−g (E)

(
M2

Pl

2
R(E) −

g (E)µν

2

[
∂µχ

1
∂νχ

1 + cosh2
(

χ1

√
6MPl

)
∂µχ

2
∂νχ

2

]
− VE

)
,

U(χ1
, χ

2) =
U0

cosh2
(

χ1
√

6MPl

)
cosh2

(
χ2

√
6MPl

) .

VE =

M4
Pl

(
cosh χ1

√
6MPl

cosh χ2
√

6MPl

)2

4U0

R0

2
+ 144U0

[
tanh

χ2

√
6MPl

]4
f

 tanh χ1
√

6MPl

sinh χ2
√

6MPl


 .
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Äâóõïîëåâàÿ ìîäåëü. Ïîòåíöèàë ϕ4

Äëÿ ðàññìîòðåííîãî ðàíåå ïîòåíöèàëà

V (ϕ1, ϕ2) =
R0U0

2
+ c1

(
ϕ1
)4

+ c2
(
ϕ2
)4

èìååì

VE =
M4

Pl

4U2
0

[
1

2
R0U0 cosh4

(
χ1

√
6MPl

)
cosh4

(
χ2

√
6MPl

)

+(12U0)
2c1 cosh4

(
χ1

√
6MPl

)
sinh4

(
χ2

√
6MPl

)
+ (12U0)

2c2 sinh4
(

χ1

√
6MPl

)]
.

Ðåøåíèÿ äëÿ ýòîé ÊÊÌ â ïëîñêîé ìåòðèêå ÔËÐÓ ìîæíî
íàéòè, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ðàíåå ðåøåíèÿ â êàðòèíå
Éîðäàíà.
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Äâóõïîëåâàÿ ìîäåëü. Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé êðèâèçíû.

Äðóãèå èíòåãðèðóåìûå ïîòåíöèàëû

Äëÿ äâóõïîëåâîãî ñëó÷àÿ, ìû òàêæå ðàññìàòðèâàëè
ìåòðèêó ÔËÐÓ ñ ïðîèçâîëüíîé êðèâèçíîé:

ds2 = a2(τ)

(
−dτ2 +

dr2

1− Kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2(θ)dφ2

)
.

Êðîìå òîãî, ìû ðàññìàòðèâàëè è äðóãîé èíòåãðèðóåìûé
äâóõïîëåâîé ïîòåíöèàë:

V =
1

2
R0U0 + c

((
ϕ1
)2

+
(
ϕ2
)2)2

.
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Çàêëþ÷åíèå

Áûë íàéäåí êëàññ N-ïîëåâûõ ìîäåëåé ñ íåìèíèìàëüíîé
ñâÿçüþ, äëÿ êîòîðûõ R = const.

Áûëè ïîëó÷åíû îáùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ýâîëþöèè äëÿ
íàéäåííîé èíòåãðèðóåìîé ìîäåëè ñ N ñêàëÿðíûìè ïîëÿìè
â ïëîñêîé ìåòðèêå ÔËÐÓ.

Äëÿ äâóõïîëåâîãî ñëó÷àÿ áûëà íàéäåíà ýêâèâàëåíòíàÿ
ÊÊÌ â êàðòèíå Ýéíøòåéíà.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!


