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Действительное массивное скалярное поле

S =

∫
L d4x =

∫ √
−g

(
1
2
gµν∂µϕ∂νϕ− M2

2
ϕ2
)
d4x .

Метрика Шварцшильда

ds2 =
(
1 − r0

r

)
dt2 − dr2

1 − r0
r

− r2 (dθ2 + sin2 θ dφ2) ,
где r0 – радиус Шварцшильда. Так как метрика статическая,
уравнение движения для скалярного поля принимает вид

√
−g g00ϕ̈+ ∂i

(√
−g g ij∂jϕ

)
+M2√−g ϕ = 0.
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Подстановка e±iEtϕlm(E , x⃗) = e±iEtYlm(θ, φ)fl(E , r) приводит к
уравнению для радиальной части решения

E 2 r

r − r0
fl −M2fl +

1
r2

d

dr

(
r(r − r0)

dfl
dr

)
− l(l + 1)

r2 fl = 0.

Введем новые безразмерные переменные

µ = Mr0, ϵ = Er0, z =
r

r0
+ ln

(
r

r0
− 1
)

и новую функцию ψl(ϵ, z) = r fl(E , r). В этих переменных
радиальное уравнение может быть приведено к виду
одномерного уравнения Шредингера

−d2ψl

dz2 + Vl(z)ψl = ϵ2ψl ,

где потенциал имеет вид

Vl(z) =
r(z)− r0
r(z)

(
µ2 +

l(l + 1) r2
0

r2(z)
+

r3
0

r3(z)

)
.
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Рис. 1: Vl(z) для µ = 1: l = 0 и l = 2.

0 < ϵ < µ ⇒ ψl(ϵ, z) (одно решение),

µ < ϵ ⇒ ψlp(q, z), p = 1, 2, q =
√
ϵ2 − µ2 (два решения).

Эти решения составляют полную ортонормированную систему
собственных функций. Обычно используют решения в виде
(ниже приведен пример для безмассового скалярного поля)

ψl1(ϵ, z) ∼ e iϵz + Rl1e
−iϵz , z → −∞; ψl1(ϵ, z) ∼ Tl1e

iϵz , z → ∞,

ψl2(ϵ, z) ∼ Tl2e
−iϵz , z → −∞; ψl2(ϵ, z) ∼ e−iϵz + Rl2e

iϵz , z → ∞.
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При ϵ > µ асимптотики двух линейно независимых решений
могут быть записаны в виде

ψlp(q, z) =
1√
π
sin

(
qz +

µ2

2q
ln(z) + κlp(q)

)
при z → ∞,

ψlp(q, z) =

√
q

π
√
q2 + µ2

sin (ϵz + γlp(q)) при z → −∞.

При r → ∞

flp(k , r) ≈
1√
π r

sin

(
kr +

(2k2 +M2)r0
2k

ln(kr)− πl

2
+ δ̃lp(k)

)
,

где k = q
r0

и δ̃lp(k) = κlp(kr0)− (2k2+M2)r0
2k ln(kr0) +

πl
2 есть

фазовые сдвиги.
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Выбор квантовых состояний. Шаг 1

ϕp(k⃗, x⃗) =
1

4πk

∞∑
l=0

(2l + 1)e i(
πl
2 +δ̃lp(k))Pl

(
k⃗ x⃗

kr

)
flp (k , r) ,

где k = |k⃗ |, r = |x⃗ |, n⃗ = x⃗
r , p = 1, 2. При больших r

ϕp(k⃗, x⃗) ≈
1√

2(2π)
3
2

(
e
i

(
k⃗ x⃗− (2k2+M2)r0

2k ln(kr)

)
+ Ap(k⃗, n⃗, r)

e ikr

r

)
,

Ap(k⃗, n⃗, r) =
1

2ik

∞∑
l=0

(2l + 1)Pl

(
k⃗ x⃗

kr

)

×

(
e
i

(
2δ̃lp(k)+

(2k2+M2)r0
2k ln(kr)

)
− e−i

(2k2+M2)r0
2k ln(kr)

)
.
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Выбор квантовых состояний. Шаг 2

ϕ±(k⃗, x⃗) =
1√
2

(
ϕ1(k⃗ , x⃗)± ϕ2(k⃗ , x⃗)

)
Можно показать, что решения ϕ±(k⃗ , x⃗) вместе с решениями при
E < M образуют полную ортонормированную систему собственных
функций. При больших r

ϕ+(k⃗, x⃗) ≈
1

(2π)
3
2
e
i

(
k⃗ x⃗− (2k2+M2)r0

2k ln(kr)

)

+
1

2(2π)
3
2

(
A1(k⃗ , n⃗, r) + A2(k⃗ , n⃗, r)

) e ikr

r
,

ϕ−(k⃗, x⃗) ≈
1

2(2π)
3
2

(
A1(k⃗ , n⃗, r)− A2(k⃗ , n⃗, r)

) e ikr

r
.

В частности, при r → ∞

ϕ+(k⃗ , x⃗) ≈
1

(2π)
3
2
e
i

(
k⃗ x⃗− (2k2+M2)r0

2k ln(kr)

)
, ϕ−(k⃗, x⃗) ≈ 0.
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Рис. 2: Схематическое изображение решений различных типов.
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Каноническое квантование

ϕ(t, x⃗) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

M∫
0

dE√
2E

(
e−iEtϕlm(E , x⃗)alm(E ) + h.c.

)
+

∫
d3k√

2
√
k2 +M2

(
e−i

√
k2+M2 tϕ−(k⃗ , x⃗)b(k⃗) + h.c.

)
+

∫
d3k√

2
√
k2 +M2

(
e−i

√
k2+M2 tϕ+(k⃗ , x⃗)a(k⃗) + h.c.

)
,

где

[alm(E ), a
†
l′m′(E

′)] = δjj′δmm′δ(E − E ′),

[a(k⃗), a†(k⃗ ′)] = [b(k⃗), b†(k⃗ ′)] = δ(3)(k⃗ − k⃗ ′).

Можно показать, что выполняются коммутационные соотношения:

[ϕ(t, x⃗), π(t, y⃗)] = iδ(3)(x⃗ − y⃗),

[ϕ(t, x⃗), ϕ(t, y⃗)] = [π(t, x⃗), π(t, y⃗)] = 0,

где π(t, x⃗) =
√

−g(x⃗)g00(x⃗)ϕ̇(t, x⃗).
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Гамильтониан имеет вид

H =

∫ √
−g g00 :T00: d

3x =
1
2

∫ √
−g g00 :

(
ϕ̇2 − ϕ̈ ϕ

)
: d3x

=
∞∑
l=0

l∑
m=−l

M∫
0

E a†lm(E )alm(E ) dE

+

∫ √
k2 +M2

(
b†(k⃗)b(k⃗) + a†(k⃗)a(k⃗)

)
d3k.

Для сравнения, гамильтониан квантованного массивного
скалярного поля в пространстве Минковского имеет вид

H =

∫ √
k2 +M2 a†(k⃗)a(k⃗) d3k .

Дополнительное вырождение – это чисто топологический
эффект (топологическая структура пространства-времени
Шварцшильда есть R2 ×S2, а пространства Минковского – R4).
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Массивное спинорное поле

Действие спинорного поля в произвольных криволинейных
координатах

S =

∫ √
−g

(
i

2

(
ψ̄γ(ν)eµ(ν)∇µψ −∇µψ̄ eµ(ν)γ

(ν)ψ
)
−Mψ̄ψ

)
d4x ,

где eµ(ν) обозначает тетраду, а ковариантная производная
определяется как

∇µψ = (∂µψ + ωµψ) , ∇µψ̄ =
(
∂µψ̄ − ψ̄ωµ

)
,

ωµ =
1
8
ω(ν)(ρ)µ

[
γ(ν), γ(ρ)

]
.

Матрицы Дирака удовлетворяют условиям{
γ(µ), γ(ν)

}
= 2η(µ)(ν) ⇔ eµ(ρ) e

ν
(σ)

{
γ(ρ), γ(σ)

}
= 2gµν .
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Будем искать решение в виде

ψEjlm (t, r , θ, φ) =
1

r
(
1 − r0

r

) 1
4

(
fjl (E , r) Ωjlm (θ, φ)
igjl ′ (E , r) Ωjl ′m (θ, φ)

)
e−iEt ,

где l = j ± 1
2 , l

′ = j ∓ 1
2 , и шаровые спиноры определены как

Ωjlm (θ, φ) =

 C jm

l ,m−1
2 ,

1
2 ,

1
2
Y

m−1
2

l (θ, φ)

C jm

l ,m+
1
2 ,

1
2 ,−

1
2
Y

m+
1
2

l (θ, φ)

 .

В результате получим радиальное уравнение√
1 − r0

r

(
σ(1)

κ

r
− iσ(2)

√
1 − r0

r

d

dr
+ σ(3)M

)(
fjl
gjl ′

)
= E

(
fjl
gjl ′

)
,

где κ = l(l + 1)− j(j + 1)− 1
4 .
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В безразмерных переменных µ = Mr0, ϵ = Er0, ρ = r
r0

,
z = ρ+ ln (ρ− 1) для ε > 0 получаем уравнения

−d2u

dz2 + V (u)
κ (ε, z) u = ε2u,

где исходные функции fjl и gjl ′ выражаются через u, а
квазипотенциал задаётся формулой

V (u)
κ (ε, z) =

µ (ρ (z)− 1)
3
2 − κε ρ (z)

√
ρ (z)− 1

2ρ
9
2 (z)

(
ε+ µ

√
ρ(z)−1
ρ(z)

)
+
µ2 (ρ (z)− 1)− 2µε

√
(ρ (z)− 1) ρ (z)

16ρ5 (z)
(
ε+ µ

√
ρ(z)−1
ρ(z)

)2 +

+ µ2 ρ (z)− 1
ρ (z)

+ κ
(ρ (z)− 1)

3
2

ρ
7
2 (z)

+ κ2 ρ (z)− 1
ρ3 (z)

.

Аналогично для ε < 0.
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Рис. 3: V (u)
κ (ε, z) для µ = 1, κ = −1, ε = 0.5 и µ = 1, κ = 2, ε = 2.

Решения с E > 0 даются формулами

ϕEjlm (r , θ, φ) =
1

r
(
1 − r0

r

) 1
4

(
fjl (E , r) Ωjlm (θ, φ)
igjl ′ (E , r) Ωjl ′m (θ, φ)

)
,

ϕ
(p)
Ejlm (r , θ, φ) =

1

r
(
1 − r0

r

) 1
4

(
f
(p)
jl (E , r) Ωjlm (θ, φ)

ig
(p)
jl ′ (E , r) Ωjl ′m (θ, φ)

)
, p = 1, 2.

Решения с E < 0: fjl ↔ gjl ′ , f
(p)
jl ↔ g

(p)
jl ′ .
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Разложение спинорного поля по полной системе стационарных
состояний имеет вид

ψ (t, r , θ, φ) =
∞∑
j=

1
2

j∑
m=−j

∑
l=j± 1

2 m∫
0

dE
(
e−iEtϕEjlm (r , θ, φ) ajlm (E ) + eiEtχEjlm (r , θ, φ) b†jlm (E )

)
+

+
2∑

p=1

∞∫
m

dE
(
e−iEtϕ

(p)
Ejlm (r , θ, φ) a

(p)
jlm (E ) + eiEtχ(p)

Ejlm (r , θ, φ) b
(p)†
jlm (E )

) ,

где {
ajlm (E ) , a†j′l′m′ (E

′)
}
= δjj′ δll′ δmm′ δ (E − E ′) ,{

bjlm (E ) , b†j′l′m′ (E
′)
}
= δjj′ δll′ δmm′ δ (E − E ′) ,{

a
(p)
jlm (E ) , a

(p′)†
j′l′m′ (E

′)
}
= δpp′ δjj′ δll′ δmm′ δ (E − E ′) ,{

b
(p)
jlm (E ) , b

(p′)†
j′l′m′ (E

′)
}
= δpp′ δjj′ δll′ δmm′ δ (E − E ′) .
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Можно показать, что выполняются антикоммутационные
соотношения{
ψα (t, r , θ, φ) , ψ†

β (t, r
′, θ′, φ′)

}
= δαβ

√
1 − r0

r

r2 δ (r − r ′) δ (cos θ − cos θ′) δ (φ− φ′) ,

{ψα (t, r , θ, φ) , ψβ (t, r
′, θ′, φ′)} =

{
ψ†
α (t, r , θ, φ) , ψ†

β (t, r
′, θ′, φ′)

}
= 0.

Гамильтониан имеет вид

H =
i

2

∫
r2 sin θ√
1 − r0

r

:
(
ψ†ψ̇ − ψ̇†ψ

)
: dr dθ dφ

=
∞∑
j=

1
2

j∑
m=−j

∑
l=j±1

2

 m∫
0

E
(
a†jlm (E ) ajlm (E ) + b†jlm (E ) bjlm (E )

)
dE

+
2∑

p=1

∞∫
m

E
(
a
(p)†
jlm (E ) a

(p)
jlm (E ) + b

(p)†
jlm (E ) b

(p)
jlm (E )

)
dE

 .
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Электромагнитное поле

S = −1
4

∫
FµνF

µν√−g d4x ,

где Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, а ∇µ – ковариантная производная.
Можно наложить калибровочные условия

A0 ≡ 0, ∇µAµ +
r0
r2Ar = 0.

В изотропных координатах t, R⃗ второе условие принимает вид

divA⃗+
r0
(
r0
4R − 2

)
2R3

(
1 −

(
r0
4R

)2)(R⃗A⃗) = 0.

При R → ∞ получаем калибровку Кулона divA⃗ = 0.
При R → r0/4 получаем калибровку Пуанкаре (R⃗A⃗) = 0.
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Будем искать решение в виде

A⃗jm (E , t, r , θ, φ) = e−iEt
∑

λ=−1,0,1

F
(λ)
j (E , r) Y⃗

(λ)
jm (θ, φ),

где A⃗ = (Ar ,Aθ,Aφ) и Y⃗
(λ)
jm (θ, φ) есть шаровые векторы

Y⃗
(−1)
jm (θ, φ) = (1, 0, 0)Yjm (θ, φ) ,

Y⃗
(0)
jm (θ, φ) =

i√
j (j + 1)

(
0,

1
sin θ

∂φ,− sin θ ∂θ

)
Yjm (θ, φ) ,

Y⃗
(1)
jm (θ, φ) =

1√
j (j + 1)

(0, ∂θ, ∂φ)Yjm (θ, φ) .
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Можно показать, что функции F
(−1)
j (E , r) и F

(1)
j (E , r)

выражаются через функцию F
(0)
j (E , r) = Fj(E , r), которая

удовлетворяет уравнению

−
d2Fj
dz2 + Vj(z)Fj = r2

0E
2 Fj ,

где z = r
r0
+ ln

(
r
r0
− 1
)

и Vj(z) = j(j + 1)
r(z)
r0

−1(
r(z)
r0

)3 .
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При фиксированных E , j , m, и p существует два независимых
решения исходных уравнений движения, они имеют вид

e−iEtA⃗
(a)
jmp (E , r⃗) = e−iEt

√
j(j + 1)
E


1
r2Fjp (E , r)Yjm (θ, φ)

(1− r0
r )

j(j+1) ∂rFjp (E , r) ∂θYjm (θ, φ)

(1− r0
r )

j(j+1) ∂rFjp (E , r) ∂φYjm (θ, φ)

 ,

e−iEtA⃗
(b)
jmp (E , r⃗) = e−iEt i√

j (j + 1)
Fjp (E , r)

 0
1

sin θ ∂φYjm (θ, φ)
− sin θ ∂θYjm (θ, φ)

 .

Разложение поля по полной системе стационарных состояний
имеет вид

A⃗ (t, r⃗) =
2∑

p=1

∞∑
j=1

j∑
m=−j

∞∫
0

dE√
2E

(
e−iEtA⃗

(a)
jmp (E , r⃗) ajmp (E )

+e−iEtA⃗
(b)
jmp (E , r⃗) bjmp (E ) + h.c.

)
,

где[
ajmp (E) , a

†
j′m′p′

(
E ′)] =

[
bjmp (E) , b

†
j′m′p′

(
E ′)] = δpp′ δjj′ δmm′ δ

(
E − E ′) .
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Гамильтониан имеет вид

H =
1
2

∫ ∑
k

:
(
Ak∂

2
0Ak − (∂0Ak)

2
)
: gkkg00√−g d3x

=
2∑

p=1

∞∑
j=1

j∑
m=−j

∞∫
0

dE E
(
a†jmp (E ) ajmp (E ) + b†jmp (E ) bjmp (E )

)
.
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Спасибо за внимание!

Доклад основан на результатах исследований в рамках научной
программы Национального центра физики и математики,
направление №5 “Физика частиц и космология”.
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