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Геометрия задачи 

Князев Б. А., Сербо В. Г. "Пучки фотонов с 
ненулевой проекцией орбитального 
момента импульса: новые результаты" 
УФН 188 508–539 (2018) 

Поверхность постоянной фазы 
закрученного состояния 



Актуальность 
Проблема 
При распространении закрученной частицы в 
свободном пространстве состояние расплывается: 
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 l = 2, n = 3  

 t = 5   t = 0    

2σ(0) 2σ(5) 



Формализация поставленной задачи 
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, где 

,   где 

    − вронскиан системы, 
    − коэффициент затухания 

• Можно разделять переменные и  
• Система обладает цилиндрической симметрией 



Классическое преобразование Арнольда 

𝑢1, 𝑢2 − линейно 
независимые решения 

Просто локальная замена переменных: 
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[1] Арнольд В. И. “Обыкновенные дифференциальные уравнения”,  — М.: МЦНМО, 2012. — С. 344. 
[2] Aldaya V. et al. “The quantum Arnold transformation”, — J. Phys. A, 44, p. 065302, 2011. 
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,   где 

,   где 

Уравнение Ермакова-Пинни 

Двумерное преобразование Ермакова 



Двумерное квантовое преобразование 
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Случай закрученных электронов 
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Описание нестационарных состояний Ландау 

Стационарные состояния Ландау: 

Нестационарные состояния Ландау: 
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𝑙 = 10 
𝑛 = 0 

стационарные 
состояния Ландау 

нестационарные 
состояния Ландау 
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Однородное нестационарное 
магнитное поле 

Асимметричное стационарное 
магнитное поле 



Магнитное поле асимметричного соленоида с 
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Удобно взять  

,  причём  

Куски асимметричной части 
гамильтониана образуют SO(3) алгебру: 

Гамильтониан вдали от торца соленоида 

Каноническая замена:  
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Орбитальная сфера Пуанкаре 



Заключение 
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1) Построена точная теоретическая модель движения закрученного 
электрона в магнитном поле системы соленоидов 

2) Построен базис в случае асимметричной по x и y магнитной системы 

N. V. Filina and S. S. Baturin. Unitary 
equivalence of twisted quantum states.  
Phys. Rev. A, 108:012219, Jul 2023. 
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particles in the uniform magnetic field with broken 
symmetry. Phys. Rev. A, 110:022204, Aug 2024 
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Спасибо за внимание! 



Адиабатическое приближение 

Параксиальное приближение 
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Явный вид частей гамильтониана 



Орбитальная сфера Пуанкаре 
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Классическое преобразование Арнольда 

𝑢1, 𝑢2 − линейно 
независимые решения 

Просто локальная замена переменных: 
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Квантовое преобразование Арнольда 

Классическая замена переменных индуцирует сдвижку импульса: 

𝐺 − калибровочный 
потенциал 

𝜃𝑘 − дополнительная фаза волновой функции 
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Квантовое преобразование Арнольда 

К замене координат добавляется преобразование волновой функции: 

нормировка 
𝑖𝜃𝑘 
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Преобразование Ермакова 
𝑢1

(1)
, 𝑢2

(1)
 − линейно 

независимые решения (1) 

𝑢1
(2)

, 𝑢2
(2)

 − линейно 
независимые решения (2) 

Введём новую 
функцию: Тогда 
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Уравнение Ермакова-Пинни 



Преобразование Ермакова 
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Уравнение Ермакова-Пинни 
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,   где 

,   где 

Уравнение Ермакова-Пинни 

Двумерное преобразование Ермакова 



Магнитное поле асимметричного соленоида с 
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Возьмём калибровочный потенциал в виде 

калибровка Кулона 
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