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     Наши предыдущие исследования связанных состояний частиц в квантовой электродинамике были 

посвящены в основном трехчастичным связанным состояниям, таким как мезомолекулы водорода, 

мюонный гелий, мюонные ионы лития, бериллия и бора, пионный и каонный гелий. Для расчета их 

уровней энергии использовался стохастический вариационный метод [1-3]. 

      В данной работе развивается вариационный метод для случая 4 частиц. В качестве приложения он 

используется для расчета уровней энергии тяжелых тетракварков, состоящих из с и b кварков. 

Характерная особенность метода состоит в использовании базиса из гауссовых функций. 

     Коллаборация LHCb зарегистрировала резонанс 𝑋 6900  [4] , который был подтвержден  в 

эксперименте ATLAS и является кандидатом на тетракварк (cc𝑐 𝑐 ) наряду с другими многочисленными 

резонансами, открытыми в последние годы. Подробное изучение тетракварков выполнено [5-7]. 

     Имеются разные подходы и приближения к исследованию тетракварков, а также большой разброс 

результатов расчета масс тяжелых тетракварков. В данной работе рассмотрено вычисление масс вне 

рамок дикварк-антидикваркового описания, но в нерелятивистском приближении. 

1. K. Varga, Y. Suzuki, Solution of few body problems with the stochastic variational method: 1. Central forces. Comp. Phys. Comm. 

1997, 106, 157. 

2. V.I. Korobov, Variational Methods in the Quantum Three-Body Problem with Coulomb Interaction. Phys. Part. Nucl. 2022, 53, 5. 

3. A. V. Eskin, V. I. Korobov, A. P. Martynenko, and F. A. Martynenko, Three particle muon electron bound systems in quantum 

electrodynamics, Atoms 11, 25 (2023). 

4. LHCb collaboration, Observation of structure in the J/𝜓-pair mass spectrum LHCb collaboration, Science Bulletin, Vol. 65, Issue 23, 

1983 (2020). 

5. R. N. Faustov, V. O. Galkin, E. M. Savchenko, Fully Heavy Tetraquark Spectroscopy in the Relativistic Quark Model, Symmetry 14 

(2022) 12, 2504. 

6. R. N. Faustov, V. O. Galkin, E. M. Savchenko, Heavy tetraquarks in the relativistic quark model, Universe 7 (2021) 4, 94 

7.  R. N. Faustov, V. O. Galkin, E. M. Savchenko, Masses of the (QQ\bar Q\bar Q) tetraquarks in the relativistic diquark--antidiquark 

picture, Phys. Rev. D 102, 114030 (2020). 
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ЦЕЛЬ И ЗАДАЧИ 

Целью данной работы является развитие вариационного метода с гауссовскими 

функциями на случай четырех частиц, исследование спектра энергии основных 

состояний тетракварков. 

 Задачи:  
 
1. Расчет матричных элементов для кинетической, потенциальной энергии и 

нормировки в аналитическом виде. 

2. Написание компьютерного кода для решения задач для связанного состояния 

нескольких частиц с использованием стохастического вариационного метода, 

который использует коррелированный гауссовский базис для получения 

точного решения для четырехчастичных систем. 

3. Расчет уровней энергии связанных состояний на основе стохастического 

вариационного метода [1,2]. 

Ранее в рамках стохастического вариационного метода были изучены уровни 

энергии трехчастичных мезомолекул водорода, мюонного гелия и других систем. 

1. K. Varga and Y. Suzuki, Comp. Phys. Comm. 106, 157 (1997). 

2. A. V. Eskin, V. I. Korobov, A. P. Martynenko, F. A. Martynenko, Atoms 11, 25 (2023). 
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Система из 4 частиц с массами  m1, m2, m3  и m4 описывается уравнением 

Шредингера в координатах Якоби, которое имеет вид: 

4 

)](2)(2)(2[
2

1

1

231312
2

33
2

22
2

11

),,,(

),,,(

σλσρλρσλρ

σλρ

σλρ







 

AAAAAA

K

i

iii

eA

Ac





Верхняя граница энергии основного состояния системы определяется наименьшим 

собственным значением обобщенной задачи на собственные значения 
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СТОХАСТИЧЕСКИЙ ВАРИАЦИОННЫЙ МЕТОД 
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КООРДИНАТЫ ЯКОБИ 

Координаты Якоби связаны с радиусами-

векторами частиц следующим образом: 
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Матричные элементы нормировки вычислены аналитически: 

Разложение волновой функции по базису имеет вид: 
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Оператор кинетической энергии состоит из трех слагаемых, которые определяются 

операторами Лапласа по переменным ρ, λ, σ. Все эти матричные элементы 

вычисляются аналитически в базисе из гауссовых функций. Результаты расчета 

имеют вид: 
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Матричные элементы потенциальной энергии состоят в нерелятивистском приближении из 

матричных элементов парных кулоновских слагаемых и матричных элементов парных 

потенциалов конфайнмента. Прямой расчет интегралов дает следующие результаты: 
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Матричные элементы потенциальной энергии состоят в нерелятивистском 

приближении из матричных элементов парных кулоновских слагаемых и матричных 

элементов парных потенциалов конфайнмента. Прямой расчет интегралов дает 

следующие результаты: 
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Численные значения параметров взяты из предыдущих расчетов в рамках кварковой модели Фаустова − Галкина:  
𝐴 =  0.18 ГэВ2 ,  𝐵 =  −0.8 ГэВ, 𝑚𝑐  =  1.55 ГэВ,  𝑚𝑏 =  4.88 ГэВ.  
 
В других кварковых моделях эти параметры выбираются в несколько ином виде. 

  



ПРОГРАММА 

Для решения задачи был написан код на языке Matlab. Программа была основана 

на программе К. Варги и Дж. Судзуки, которая была реализована на языке 

Fortran. 

 

Работа программы начинается с чтения входного файла, в котором указаны массы 

частиц, заряды и границы интервалов генерации нелинейных вариационных 

параметров. В программу включены матричные элементы нормировки, 

кинетической и потенциальной энергий, вычисляемые аналитически. После 

генерации нелинейных вариационных параметров и вычисления по ним 

нормировки и энергий вызывается стандартная функция MATLAB для решения 

задачи на собственные значения. 

 

Результатом работы программы являются численные значения энергий основного 

и возбужденного состояний, а также матрица нелинейных вариационных 

параметров и вектор коэффициентов разложения волновой функции по базисным 

состояниям, которые можно использовать для расчета поправок. 

 

 

K. Varga, Y. Suzuki Computer Physics Communications 106 (1997) 157-168 
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ПРОГРАММА 



СВЕРХТОНКАЯ СТРУКТУРА СПЕКТРА 
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Сверхтонкая структура спектра тетракварка определяется парными потенциалами 

спин-спинового взаимодействия в основном состоянии в виде: 
∆𝑉ℎ𝑓𝑠 𝝆, 𝝀, 𝝈 = 𝑎12 𝒔𝟏𝒔𝟐 + 𝑎34(𝒔𝟑𝒔𝟒)+𝑎13(𝒔𝟏𝒔𝟑)+𝑎14(𝒔𝟏𝒔𝟒)+𝑎23(𝒔𝟐𝒔𝟑)+𝑎24 𝒔𝟐𝒔𝟒 , 

 

𝑎12 =
16𝜋𝛼𝑠12

9𝑚1𝑚2
𝛿 𝒓12 ,           𝑎34 =

16𝜋𝛼𝑠34

9𝑚3𝑚4
𝛿 𝒓34 ,  𝑎13 =

32𝜋𝛼𝑠13

9𝑚1𝑚3
𝛿 𝒓13 , 

𝑎14 =
32𝜋𝛼𝑠14

9𝑚1𝑚4
𝛿 𝒓14 ,  𝑎23 =

32𝜋𝛼𝑠23

9𝑚2𝑚3
𝛿 𝒓23 ,  𝑎24 =

32𝜋𝛼𝑠24

9𝑚2𝑚4
𝛿 𝒓24 , 

𝛿 𝒓12 =
8𝜋3

𝐵22𝐵33;𝐵23
2 3/2,  𝛿 𝒓34 =

8𝜋3

𝐵11𝐵33;𝐵13
2 3/2, 𝛿 𝒓13 =

8𝜋3

𝐹1𝐹2;𝐹3
2 3/2 

Как показывают численные расчеты, в случае одинаковых кварков и антикварков коэффициенты 

a13, a14, a23, a24 равны по величине и равны a. Поэтому при расчете сверхтонкой структуры спектра 

тетракварков можно использовать следующую упрощенную формулу: 

∆𝐸ℎ𝑓𝑠 =
1

2
𝑎 12 𝑠12 𝑠12 + 1 −

3

2
+

1

2
𝑎 34[𝑠34 𝑠34 + 1 −

3

2
]+

1

2
𝑎 [𝑠𝑇 𝑠𝑇 + 1 − 𝑠12 𝑠12 + 1 − 𝑠34 𝑠34 + 1 ] 

Если рассматриваются пары кварков со спином 1, то спин тетракварка принимает значения 0, 1, 2, 

а соответствующие значения энергий равны: 

∆𝐸(𝑠𝑇 = 0) =
1

4
a 12 +

1

4
a 34 − 2a , 

∆𝐸(𝑠𝑇 = 1) =
1

4
a 12 +

1

4
a 34 − a ,  

∆𝐸(𝑠𝑇 = 2) =
1

4
a 12 +

1

4
a 34 + a  
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РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТА МАССЫ 𝑐𝑐𝑐 𝑐  

𝛼𝑠 =
12𝜋

33 − 2𝑛𝑓 𝐿𝑛
𝜇2

𝛬2

 

𝑛𝑓 = 3; 𝛼𝑠 = 0.314 

E(MATLAB)=0.347 GeV 

∆𝐸 𝑠𝑇 = 0 =6.26 GeV 

∆𝐸 𝑠𝑇 = 1 = 6.42 GeV 

∆𝐸 𝑠𝑇 = 2 = 6.73 GeV 

𝑛𝑓 = 6; 𝛼𝑠 = 0.404 

E(MATLAB)=-0.202 GeV 

∆𝐸 𝑠𝑇 = 0 = 5.45 GeV 

∆𝐸 𝑠𝑇 = 1 = 5.75 GeV 

∆𝐸 𝑠𝑇 = 2 = 6.35 GeV 

[1] GeV [2] GeV [3] GeV [4] GeV [5] GeV 

∆𝐸 𝑠𝑇 = 0  6.190 6.477 5.970 6.897 5.883 

∆𝐸 𝑠𝑇 = 1  6.271 6.528 6.050 6.899 6.120 

∆𝐸 𝑠𝑇 = 2  6.367 6.573 6.220 6.959 6.246 

1. Faustov, R.N.; Galkin, V.O.;Savchenko, E.M. Heavy Tetraquarks in the Relativistic Quark Model. Universe 2021, 7, 94.  

2. Lloyd, R.J.; Vary, J.P. All-charm tetraquarks. Phys. Rev. D 2004, 70, 014009. 

3. Berezhnoy, A.V.; Luchinsky, A.V.; Novoselov, A.A. Tetraquarks Composed of 4 Heavy Quarks. Phys. Rev. D 2012, 86, 

034004. 

4. Wu, J.; Liu, Y.R.; Chen, K.; Liu, X.; Zhu, S.L. Heavy-flavored tetraquark states with the QQQ ̄ Q ̄ configuration. Phys. 

Rev. D 2018, 97, 094015. 

5. Bedolla, M.A.; Ferretti, J.; Roberts, C.D.; Santopinto, E. Spectrum of fully-heavy tetraquarks from a 

diquark+antidiquark perspective. Eur. Phys. J. C 2020, 80, 1004. 
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РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТА МАССЫ 𝑏𝑏𝑏 𝑏  

 
𝑛𝑓 = 3; 𝛼𝑠 = 0.207 

E(MATLAB)=-0.573 GeV 

∆𝐸 𝑠𝑇 = 0 = 18.85 GeV 

∆𝐸 𝑠𝑇 = 1 = 18.90 GeV 

∆𝐸 𝑠𝑇 = 2 = 19.01 GeV 

 

𝑛𝑓 = 6; 𝛼𝑠 = 0.266 

E(MATLAB)=-1.188 GeV 

∆𝐸 𝑠𝑇 = 0 = 18.17 GeV 

∆𝐸 𝑠𝑇 = 1 = 18.26 GeV 

∆𝐸 𝑠𝑇 = 2 = 18.44 GeV 

[1] GeV [2] GeV [3] GeV [4] GeV [5] GeV 

∆𝐸 𝑠𝑇 = 0  19.314 18.754 20.155 18.748 19.237 

∆𝐸 𝑠𝑇 = 1  19.320 18.808 20.212 18.828 19.264 

∆𝐸 𝑠𝑇 = 2  19.330 18.916 20.243 18.900 19.279 

1. Faustov, R.N.; Galkin, V.O.;Savchenko, E.M. Heavy Tetraquarks in the Relativistic Quark Model. Universe 2021, 7, 94.  

2. Berezhnoy, A.V.; Luchinsky, A.V.; Novoselov, A.A. Tetraquarks Composed of 4 Heavy Quarks. Phys. Rev. D 2012, 86, 

034004. 
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РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТА МАССЫ 𝑏𝑏𝑐 𝑐 , 𝒄𝒄𝑏 𝒃  

 
𝑛𝑓 = 3; 𝛼𝑠𝑐𝑐 = 0.314 

𝛼𝑠𝑏𝑏 = 0.207, 𝛼𝑠𝑏𝑐 = 0.264 

 

E(MATLAB)=1.803 GeV 

∆𝐸 𝑠𝑇 = 0 = 14.68 GeV 

∆𝐸 𝑠𝑇 = 1 = 14.69 GeV 

∆𝐸 𝑠𝑇 = 2 = 14.71 GeV 

 

𝑛𝑓 = 6; 𝛼𝑠𝑐𝑐 = 0.404, 
𝛼𝑠𝑏𝑏 = 0.266, 𝛼𝑠𝑏𝑐 = 340 

 

E(MATLAB)=1.849 GeV 

∆𝐸 𝑠𝑇 = 0 =14.74 GeV 

∆𝐸 𝑠𝑇 = 1 =14.75 GeV 

∆𝐸 𝑠𝑇 = 2 = 14.77 GeV 

[1] GeV [2] GeV 

∆𝐸 𝑠𝑇 = 0  12.846 13.496 

∆𝐸 𝑠𝑇 = 1  12.859 13.560 

∆𝐸 𝑠𝑇 = 2  12.883 13.595 
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